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Important 

L'epreuve est constltuee de trois exercices et d'un probleme. Le candidat est Libre 
de traiter Le sujet dans i’ordre qui Lui convient a condition de bien mentionner ies 
references compLetes de chaque question traitee. 


Les candldats sont tenus a rendre deux copies separees meme si eiies sont vierges. 
La premiere contenant ia resolution des trois exercices et la seconde contenant ceiie 
du probleme. Dans chacune des deux copies on indiquera ies references du candidat 
et Le nombre d’intercaiaires utilises. 


li sera tenu compte dans i’appreciation des copies de ia rigueur de votre raisonnement, 
de La cLarte de ia redaction et du soin apporte a ia presentation de votre copie. Le 
candidat peut utiiiser ies resuitats enonces dans ies questions ou parties precedentes, 
ii veiiiera toutefois a mentionner ia reference du resuitat utilise. 

Si ie candidat repere ce qu'ii pense etre une erreur de ienonce, ii ie signaie sur 
sa copie en expiiquant ies raisons qui i'ont amene a ie penser. Ceci ne doit pas 
i’empecher de finir son epreuve et ii a ie choix d’adopter ies rectifications qu’ii croit 
necessaires ou pas. 


Les calculatrices et tout materiel electronique ainsi que les documents sont interdits 
lors de cette epreuve. 


^ ^ > 


Probleme 

Rappels : Dans ce probleme n designe un entier naturel non nul et MnW) est I’algebre des matrices 
carrees reelles d’ordre n. A e ^n([R) est dite nilpotente d’indice p si = 0 et ^ 0. E sera 
un espace vectoriel de dimension finie n et on definit pareillement un endomorphisme nilpotent 
d’indice p, de I’espace E. La composee de deux endomorphismes a et rr de £ sera notee uv au lieu 
de w o i;. On rappelle d’autre part, qu’un endomorphisme n de E est un projecteur si = ids et que 
dans ce cas ker(7r- ids) = lva[n). 
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Premiere partie 

1. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice p. 

a. Montrer que p< n 

b. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supe- 
rieure a diagonale nulle (on dit que c’est une matrice triangulaire superieure stricte) 

c. Montrer que I’ensemble des matrices triangulaires superieures strictes constitue une 
sous-algebre non-unitaire de ^„{IR). 

d. Deduire que : Vfc £ N*, fr(w^) = 0 

2. Inversement, soit u un endomorphisme de E tel que : Vfc e N*, tr{u^) = 0. 

a. Soit Uu le polynome minimal de u. Montrer que son coefficient constant est nul et 
qu’il existe un polynome Q de IR[X] tel que nu = X‘^Q avec <7 > 1 et Q(0) 7 ^ 0. On pose 
F = ker(Q(a)) et G = ker(a^). 

b. Montrer que F et G sont deux sous espaces vectoriels stables par u et que E = F®G. 
Soient v etw les endomorphismes induits par u sur F et G respectivement. 

c. Justifier que w est nilpotent et deduire que tr{v^) = tr{u^) pour tout keN* 

d. Calculer QCi*) et montrer que F = {0}. 

e. Deduire que u est nilpotent. 


Deuxieme partie 

Si /, g e i!?(F), on definit leur crochet de Lie par: [/,g] = /g- gf 

3. a. Montrer que I’on definit ainsi une application [.,.] de {££{E))^ dans ^{E), bilineaire et 

antisymetrique. 

b. Quels sont les endomorphismes / de F verifiant: Vg e ^(F), [/, g] = 0 

c. Pour/,ge if (F), calculer tr[/,g] 

d. Pour tout f,ge^{E), et pour tout p e N, montrer que 

= lf,g^]g + g^lf’g] 

[r^\g] = [r,g]f+fnf,g] 

4 . Soit 71 un projecteur de F. Retablir que rg(7r) = tr{7i) et que si A C {0,1} alors ti - Aids est 
inversible. 

5. Soient/,ge if (F). 

a. On suppose qu’il existe A 5 ^ 0 tel que [/, g] = A/. Montrer qu’il existe une suite de reels 
non nuls (flp)p>i telle que 

Vp, [f^,g\ = apfP 

Deduire que / est nilpotent. 

b. Que dire de g si [/, g] = Ag avec A 7 ^ 0 

c. Montrer que s’il existe (a, /3) e tel que [/, g\ = ocf + Pg, alors af + Pg est nilpotent. 

6. On suppose que/etg sont deuxprojecteursdistinctsdeFtels que [/,g] = af+fSgetat {0,1}. 

a. Montrer qu’il existe he££[E) tel que f = gh puis que gf = f- 
On suppose dans la suite que / 7 ^ 0 


X. 
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b. En considerant un vecteur x non nul de Im(/) montrer que a + = 0 

c. Justifier que ker(/), n’est pas contenu dans ker{g) et en deduire que a = -1 

d. Montrer que g - / est nilpotent. Quel est son indice ? 

e. Prouver que im(/) = Im(g). Reciproquement que dire de [/, g] si im(/) = Im(g) 


Troisieme partie 

Dans cette partie dimCE) = 3etu,vetw sont des endomorphismes de E tels que 

[u, v] = 2v, [u, w] = -2w et [v, w] = u 

7. Montrer que vetw sont nilpotents. 

8 . Etablir que pour p> 1, [w,v^] = -p{u-{p-l)idE)v^~^ 

9. On suppose desormais que I’indice de nilpotence de v est 3 et on choisit x e £ tel que y = 

v^{x) 0. Calculer u{y). Pour tout i > 1, on pose et = 

10. Montrer qu’il existe s e {1,2,3} tel que es^Oet gj+i = 0. Que dire delafamille [ei,...,es). 

11. a. Calculer u(e;) pour 1 < L < s 

b. Meme question pour vieO 

c. Montrer que le sous espace F engendre par [e\ . es) est stable par u, v et u>. On note 

u', v' et w' les endomorphismes induits sur F par u,vetw respectivement. Al’aide de 
tr[u') calculer s 

12. Donner relativement a une base de E bien choisie les matrices de u, v et w. 


La suite de I’epreuve est a rediger separement ! 


Exercice 1 


Soient E un [R-espace vectoriel de dimension n, neN\{0, 1}, = (ei,62, • • •,^n) une base de E, ^[E) 

le IR-espace vectoriel des endomorphisme de E et GL{E) I’ensemble des automorphismes de E. 
Soit U,j) e {1,2,..., n]^ et Ui^- I’endomorphisme de E definie, pour tout k e {1,2,..., n], par: 


Uijiek) 


I ei sik = j 
10 si k 5 ^ j 


Soit If/ un automorphisme d’algebres de S^iE). On se propose de montrer qu’il existe g e GLiE] tel 
que, pour tout u e £^[E), if/[u) = gouog~^. 


13. Montrer que, pour tout i,j,h,kee {1,2,-- -, n}, Uijouh^k = ouSjh designe le symbole 

de Kronecker de j eth. 


r 


A. 
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^Epreuve d'alcebre et de ceometrie^ 


14. Soit / e GL{E), on considere I’application : ^{E) — ^{E) definie par; 

\/ue^{E),(pf[u] = fouof~^. 

a. Montrer que (fif est un automorphisme de I’algebre iJ^[E),+,o). 

b. Soit sd [E) I’ensemble des automorpbismes d’algebres de £^[E). Montrer que I’applica- 
tion (p: f ^ (pf estun homomorpbisme de groupe {GL{E),o) dans le groupe {sd{E),o). 

15. Soit 1 // un automorpbisme d’algebres de if (£). On pose, pour tout {i,j) e {I,-- - ,n}^, 

■y/ij = y/{ui,j). 

a. Montrer que, pour tout i,j,h,ke {I,-- - , n}, '(pij 

b. Deduire qu’il existe £i e £'\ {O^} tel que = £i- 

c. On note, pour 1 £ ,n}, £,■ = 

d. Montrer que 'ipi,j{ek) = 

e. Deduire que la famille (£i ,•••,£«) est une base de E. 

16. Soit g I’endomorpbisme de E defini par : 

Vie {I,---,u}, g{ei) = ei 
Montrer que : \/ue^[E), ip{u) = gouog~^. 


Exercice 2 

Soient p etq deux entiers naturels non nuls, soient 

P= f et Q=j^hkX^ 


k=0 


k=0 


deux polynomes de C [X] avec apdOetbqd 0. 

Le resultants des deux polynomes P et Q est nombre complexe, note Res (P, Q), egal au determinant 
de la matrice 


MgQ = 


’ do 



bo 


CLl 



bi 



Uq 



bo 

Up 

Cli 

uq 


bi 



Ui 

bq 


K 

Up 

Up 


bq 


l-q+p 


(C) , ( Res (P, Q) = detMp,Q ). 


Les q premieres colonnes de M^q representent les coefficients de P et les p suivantes representent 
les coefficients de Q; les positions non remplies etant des zeros. 

On considere les deux C-espaces vectoriels E = C^-i [X] x Cp-i [X] et P = Cp+q-i [X]. On considere 
I’application: 

E —> P 
{A,B) ^ PA+QB ■ 


u : 


X 
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17. Montrer que u est lineaire. 

18. Demonter que u est bijective si et seulement si P et Q sont premiers entre eux. 

19. On note SS = ((1,0), (X,0),..., (X^“^,0) ,{0,1),{0,X),(0,XP“^)) la base canonique de E et 

^ = (l, X,..., celle de F. 

a. Determiner la matrice de u par rapport aux bases SS et ^. 

b. En deduire que Res [P, Q) 5 ^ 0 si et seulement si P et Q sont premiers entre eux. 

Applications: 


20. Demontrer qu’un polynome P e C [X] admet une racine multiple dans C si et seulement si 
Res (P,P') = 0. 

21. En utilisant les polynomes 

P(X) = x 2-3 et QiX) = ly3 + y/7-xf-7, 


determiner un polynome a coefficients entiers de degre 4 ayant comme racine + \/7. 
Quelles sont les autres racines de ce polynome. 


22. On considere la courbe E de representation parametrique 


x{t] = r + t 
y{t) = t+l 


pour t e[ 


a. Etudier et construire la courbe E, on precisera les branches infinies. 

b. Soient deux polynomes P et Q a coefficients reels. On pose, pour tout (x, y, f) e IR^, 


Ait) = Pit) - X et Bit) = Qit)-y. 


Etablir que si un point M de coordonnees (x, y) appartient a la courbe de representation 
parametrique 


f xit) = Pit) 

1 yit) = Qit) 


pour f e R, 


alors les fonctions polynomes AetB ont une racines commune. En deduire qu’un point 
M de coordonnees (x, y) appartenant a la courbe E verifie : 

x^ + y^-2xy-4y + 3 = 0. (1) 


c. Expliquer la nature et donner les elements de la courbe, du plan euclidien, d’equation 
cartesienne (1). 


Exercice 3 


On considere I’ensemble 

H= {x + y\/3; (x, y) e Z^, x^ - 3y^ = 1} n R* 

23. Montrer que G = {ln(h) ; he H} est un groupe pour la loi" + ", non reduit a {0}. 

24. Montrer que si les couples (x, y) e l} et (x', y') e l} verifient x + y\/3 = x' + y^\/3, alors ils sont 
egaux. 

25. Justifier que si x + y\/3 e H et x + y\/3 > 1, alors x > 2 et y > 1. 

26. Calculerinf(//n]l,+oo[), puis inf(GnR*). 

27. Prouver que H = {i2 + \/3)” ; neZ}. 

28. Determiner les couples (x, y) e l} tels que x^ - 3y^ = 1. 


X 


r 
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